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Аннотация
Данная работа посвящена вопросам вычисления неполных частных разложения 𝑎𝑚𝑁𝑚 в
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This paper is devoted to the computation of partial quotiens of decomposition of 𝑎𝑚𝑁𝑚 into
a continued fraction, where 𝑎𝑚 and 𝑁𝑚 are parameters of a parallelepipedal grid, which is an
approximation of a quadratic algebraic grid by a rational grid.
The results of this work allow us to implement fast algorithms for calculating the quality
function of these rational approximations.
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1. Введение
В работе [3] рассматривалось квадратичное поле 𝐹 = Q(√𝑝), где 𝑝 — простое число и
𝑝 = 2 или 𝑝 ≡ 3 (mod 4). Для него кольцо целых алгебраических чисел Z𝐹 имеет вид:
Z𝐹 = {𝑛+ 𝑘√𝑝|𝑛, 𝑘 ∈ Z}.
Через Λ(𝐹 ) обозначается алгебраическая решётка поля 𝐹 :
Λ(𝐹 )={(Θ(1),Θ(2))|Θ = Θ(1)∈Z𝐹 }
и Θ(1), Θ(2) — целые алгебраически сопряжённые числа.
Таким образом, Θ(1) = 𝑛+𝑘
√
𝑝, Θ(2) = 𝑛−𝑘√𝑝 𝑛, 𝑘 ∈ Z и Θ(1), Θ(2) — корни уравнения
𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 − 𝑝𝑘2 = 0. Базис решётки Λ(𝐹 ) имеет вид: ?⃗?1 = (1, 1), ?⃗?2 = (√𝑝,−√𝑝), а
детерминант решётки detΛ(𝐹 ) = 2
√
𝑝. Базис взаимной решётки Λ*(𝐹 ) имеет вид: ?⃗?*1 =
(︀
1
2 ,
1
2
)︀
,
?⃗?*2 =
(︁√
𝑝
2𝑝 ,−
√
𝑝
2𝑝
)︁
и детерминант взаимной решётки detΛ*(𝐹 ) =
√
𝑝
2𝑝 .
Рассмотрим разложение
√
𝑝 в цепную периодическую дробь:
√
𝑝 = 𝑞0 + [(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0)] = 𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . . +
1
2𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . .
.
с периодом (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 2𝑞0). Через 𝑃𝑚𝑄𝑚 обозначается 𝑚-ая подходящая дробь к
√
𝑝. Таким об-
разом,
√
𝑝 =
𝑃𝑚
𝑄𝑚
+
(−1)𝑚𝜃𝑚
𝑄2𝑚
, 0 < 𝜃𝑚 < 1 (𝑚 = 0, 1, . . .). (1)
Через Λ𝑚(𝐹 ) обозначается алгебраическая решётка заданная равенствами:
Λ𝑚(𝐹 ) = {(𝑄𝑚(𝑛+ 𝑘√𝑝), 𝑄𝑚(𝑛− 𝑘√𝑝))|𝑛, 𝑘 ∈ Z} ,
а через Λ𝑚(𝑝) — целочисленная решётка заданная равенствами:
Λ𝑚(𝑝) = {(𝑄𝑚𝑛+ 𝑘𝑃𝑚, 𝑄𝑚𝑛− 𝑘𝑃𝑚)|𝑛, 𝑘 ∈ Z} .
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Базис решётки Λ𝑚(𝐹 ) имеет вид ?⃗?𝑚,1 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), ?⃗?𝑚,2 = (𝑄𝑚
√
𝑝,−𝑄𝑚√𝑝), а детерми-
нант решётки detΛ𝑚(𝐹 ) = 2𝑄2𝑚
√
𝑝. Базис взаимной решётки Λ*𝑚(𝐹 ) имеет вид:
?⃗?*𝑚,1 =
(︂
1
2𝑄𝑚
,
1
2𝑄𝑚
)︂
, ?⃗?*𝑚,2 =
(︂ √
𝑝
2𝑝𝑄𝑚
,−
√
𝑝
2𝑝𝑄𝑚
)︂
и детерминант взаимной решётки detΛ*𝑚(𝐹 ) =
√
𝑝
2𝑝𝑄2𝑚
.
Для целочисленной решётки Λ𝑚(𝑝) базис имеет вид ?⃗?𝑚,1,𝑍 = (𝑄𝑚, 𝑄𝑚), ?⃗?𝑚,2,𝑍 = (𝑃𝑚,
−𝑃𝑚), а детерминант решётки detΛ𝑚(𝑝) = 2𝑄𝑚𝑃𝑚. Базис взаимной решётки Λ*𝑚(𝑝) имеет
вид:
?⃗?*𝑚,1,𝑍 =
(︂
1
2𝑄𝑚
,
1
2𝑄𝑚
)︂
, ?⃗?*𝑚,2,𝑍 =
(︂
1
2𝑃𝑚
,− 1
2𝑃𝑚
)︂
и детерминант взаимной решётки detΛ*𝑚(𝑝) =
1
2𝑃𝑚𝑄𝑚
.
Рассмотриваются следующие две сетки:
𝑀1(Λ𝑚(𝐹 )) = Λ
*
𝑚(𝐹 ) ∩ [−1; 1)𝑠, 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) = Λ*𝑚(𝑝) ∩ [0; 1)𝑠.
Нетрудно видеть, что
𝑀1(Λ𝑚(𝐹 )) =
{︂(︂
𝑛
2𝑄𝑚
+
√
𝑝𝑘
2𝑝𝑄𝑚
,
𝑛
2𝑄𝑚
−
√
𝑝𝑘
2𝑝𝑄𝑚
)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ 𝐴(𝑛), |𝑛| 6 2𝑄𝑚 − 1
}︂
,
𝐴(𝑛) =
⎧⎪⎨⎪⎩𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ −2𝑃𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚, при 𝑛 = 0,−2𝑃𝑚 + 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 1, . . . 2𝑄𝑚 − 1,
−2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = −1, . . .− 2𝑄𝑚 + 1;
⎫⎪⎬⎪⎭ ,
𝑀(Λ𝑚(𝑝)) =
{︂(︂
𝑛
2𝑄𝑚
+
𝑘
2𝑃𝑚
,
𝑛
2𝑄𝑚
− 𝑘
2𝑃𝑚
)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ 𝐵(𝑛), 0 6 𝑛 6 2𝑄𝑚 − 1
}︂
,
𝐵(𝑛) =
⎧⎪⎨⎪⎩𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑘 = 0, при 𝑛 = 0,−𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 6 𝑘 6 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 1, . . . 𝑄𝑚 − 1,
−2𝑃𝑚 + 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 𝑄𝑚, . . . 2𝑄𝑚 − 1;
⎫⎪⎬⎪⎭
Хорошо известно, что граничной функцией класса 𝐸2𝑠
(︁
·, 𝜋26
)︁
для параллелепипедальных
сеток является функция ℎ(𝑥, 𝑦) = 9(1− 2{𝑥})2(1− 2{𝑦})2, поэтому для оценки качества сетки
𝑀(Λ𝑚(𝑝)) в работе [3] предложено использовать функцию
𝐻(𝑀(Λ𝑚(𝑝))) =
9
2𝑃𝑚𝑄𝑚
2𝑄𝑚−1∑︁
𝑛=0
∑︁
𝑘∈𝐵(𝑛)
(︂
1− 2
(︂
𝑛
2𝑄𝑚
+
𝑘
2𝑃𝑚
)︂)︂2(︂
1− 2
(︂
𝑛
2𝑄𝑚
− 𝑘
2𝑃𝑚
)︂)︂2
,
которая для краткости названа функцией качества. Для вычисления функции качества обоб-
щённой параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ𝑚(𝑝)) требуется 𝑂(𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)) арифметических
операций, где 𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚) — количество точек сетки 𝑀(Λ𝑚(𝑝)). В работе [3] найден алгоритм
вычисления функции качества за 𝑂(
√︀
𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)) арифметических операций, а в работе [4]
построен алгоритм вычисления значений функции качества за 𝑂(ln𝑁(𝑃𝑚, 𝑄𝑚)) арифметиче-
ских операций. Центральным моментом в этой работе было доказательство, что обобщённая
параллелепипедальная сетка, приближающая алгебраическую квадратичную сетку, является
параллелепипедальной сеткой. Оптимальный коэффициент 𝑎𝑚 по модулю 𝑁𝑚 = 2𝑃𝑚𝑄𝑚 в
этой работе задавался по формуле
𝑎𝑚 =
{︂
2𝑃𝑚𝑄𝑚−1 − 1, при 𝑚— нечетном
2𝑃𝑚(𝑄𝑚 −𝑄𝑚−1)− 1, при 𝑚— четном.
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Цель данной работы — найти неполные частные разложения 𝑎𝑚𝑁𝑚 в цепную дробь:
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
1
𝑞1,𝑚 +
1
. . . +
1
𝑞𝑙−1,𝑚 +
1
𝑞𝑙,𝑚
длины 𝑙 = 𝑙(𝑚).
2. Сведения из теории цепных дробей квадратичных иррацио-
нальностей
В этой работе нас будет интересовать только цепная дробь для
√
𝑝. Согласно теории (см.
[2], стр. 104, 111,112) для простых вида 𝑝 ≡ 3 (mod 4) цепная дробь для √𝑝 имеет вид
√
𝑝 = 𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘, 𝑞𝑘+1, 𝑞𝑘, . . . , 𝑞1, 2𝑞0
и 𝑛 = 2𝑘+1, где 𝑘 может быть любым целым числом 𝑘 > 0. Отсюда следует, что произвольная
подходящая дробь 𝑃𝑚𝑄𝑚 к числу
√
𝑝 имеет вид
𝑃𝑚
𝑄𝑚
=
[𝑞0, . . . , 𝑞𝑚](𝑚+1)
[𝑞1, . . . , 𝑞𝑚](𝑚)
,
где скобки Эйлера [𝑏1, . . . , 𝑏𝑛](𝑛), определены рекуррентно
[](−1) = 0, [](0) = 1, [𝑏1, . . . , 𝑏𝑛](𝑛) = 𝑏𝑛[𝑏1, . . . , 𝑏𝑛−1](𝑛−1) + [𝑏1, . . . , 𝑏𝑛−2](𝑛−2) (𝑛 > 1)
и неполные частные 𝑞𝜈 заданы равенствами
𝑞𝜈 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑞0, при 𝜈 = 0
𝑞𝜈 , при 1 6 𝜈 6 1 + 𝑘
𝑞𝑛+1−𝜈 , при 2 + 𝑘 6 𝜈 6 𝑛
2𝑞0, при 𝜈 = 𝑛+ 1
𝑞(𝑛+1){ 𝜈𝑛+1}, при
{︁
𝜈
𝑛+1
}︁
> 0
2𝑞0, при
{︁
𝜈
𝑛+1
}︁
= 0.
Напомним, что справедливо равенство
𝑄𝑚−1
𝑄𝑚
=
[𝑞1, . . . , 𝑞𝑚−1](𝑚−1)
[𝑞1, . . . , 𝑞𝑚](𝑚)
=
1
𝑞𝑚 +
1
. . . +
1
𝑞2 +
1
𝑞1
.
3. Случай нечетного номера подходящей дроби
Если 𝑚 — нечетное, то
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
2𝑃𝑚𝑄𝑚−1 − 1
2𝑃𝑚𝑄𝑚
=
𝑄𝑚−1 − 12𝑃𝑚
𝑄𝑚
.
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Положим 𝑅𝜈 = 𝑄𝑚−𝜈 +
(−1)𝜈 [𝑞𝑚,𝑞𝑚−1...,𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
, (0 6 𝜈 6 𝑚+ 1). Ясно, что
𝑅0 = 𝑄𝑚, 𝑅1 = 𝑄𝑚−1 − 1
2𝑃𝑚
,
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
𝑅1
𝑅0
,
𝑅𝑚 = 1−
[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞2](𝑚−1)
2𝑃𝑚
, 𝑅𝑚+1 =
[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞1](𝑚)
2𝑃𝑚
=
𝑄𝑚
2𝑃𝑚
.
Лемма 1. Справедливы равенства 𝑅𝜈 = 𝑞𝑚−𝜈𝑅𝜈+1 +𝑅𝜈+2, (0 6 𝜈 6 𝑚− 1).
Доказательство. Действительно, при 𝜈 = 0 имеем:
𝑅0 = 𝑄𝑚 = 𝑞𝑚𝑄𝑚−1 +𝑄𝑚−2 = 𝑞𝑚
(︃
𝑅1 −
(−1)1[](0)
2𝑃𝑚
)︃
+𝑅2 −
(−1)2[𝑞𝑚](1)
2𝑃𝑚
= 𝑞𝑚𝑅1 +𝑅2
и утверждение верно при 𝜈 = 0.
Далее имеем при 𝜈 > 0:
𝑅𝜈 = 𝑄𝑚−𝜈 +
(−1)𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
=
= 𝑞𝑚−𝜈𝑄𝑚−𝜈−1 +𝑄𝑚−𝜈−2 +
(−1)𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
=
= 𝑞𝑚−𝜈
(︃
𝑅𝜈+1 −
(−1)𝜈+1[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+1−𝜈 ](𝜈)
2𝑃𝑚
)︃
+𝑅𝜈+2 −
(−1)𝜈+2[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚−𝜈 ](𝜈+1)
2𝑃𝑚
+
+
(−1)𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
= 𝑞𝑚−𝜈𝑅𝜈+1 +𝑅𝜈+2,
так как
𝑞𝑚−𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+1−𝜈 ](𝜈) + [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1) = [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚−𝜈 ](𝜈+1).
2
Лемма 2. Справедливо равенство
2𝑃𝑚𝑄𝑚−1 − 1
2𝑃𝑚𝑄𝑚
=
1
𝑞𝑚 +
1
𝑞𝑚−1 +
1
. . . +
1
𝑞1 +
𝑅𝑚+1
𝑅𝑚
.
Доказательство. Так как
2𝑃𝑚𝑄𝑚−1 − 1
2𝑃𝑚𝑄𝑚
=
𝑄𝑚−1 − 12𝑃𝑚
𝑄𝑚
=
𝑅1
𝑅0
,
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то по лемме 1 последовательно получим:
2𝑃𝑚𝑄𝑚−1 − 1
2𝑃𝑚𝑄𝑚
=
1
𝑞𝑚 +
𝑅2
𝑅1
=
1
𝑞𝑚 +
1
𝑞𝑚−1 +
𝑅3
𝑅2
= . . . =
1
𝑞𝑚 +
1
𝑞𝑚−1 +
1
. . . +
1
𝑞𝑚−𝜈 +
𝑅𝜈+2
𝑅𝜈+1
=
= . . . =
1
𝑞𝑚 +
1
𝑞𝑚−1 +
1
. . . +
1
𝑞1 +
𝑅𝑚+1
𝑅𝑚
и лемма полностью доказана. 2
Лемма 3. Справедливо равенство
𝑅𝑚+1
𝑅𝑚
=
1
2𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . . +
1
𝑞𝑚
.
Доказательство. Действительно, 𝑄𝑚 = [𝑞1, . . . , 𝑞𝑚](𝑚), 𝑃𝑚 = [𝑞0, . . . , 𝑞𝑚](𝑚+1) и 𝑃𝑚 =
= 𝑞0𝑄𝑚 + [𝑞2, . . . , 𝑞𝑚](𝑚−1).
Отсюда следует, что
𝑅𝑚+1
𝑅𝑚
=
𝑄𝑚
2𝑃𝑚
1− [𝑞𝑚,𝑞𝑚−1...,𝑞2](𝑚−1)2𝑃𝑚
=
𝑄𝑚
2𝑃𝑚 − [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞2](𝑚−1)
=
𝑄𝑚
2𝑞0𝑄𝑚 + [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞2](𝑚−1)
.
Далее получим:
𝑅𝑚+1
𝑅𝑚
=
1
2𝑞0 +
[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞2](𝑚−1)
[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞1](𝑚)
=
1
2𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . . +
1
𝑞𝑚
и лемма полностью доказана. 2
Теорема 1. При нечетном 𝑚 справедливо равенство
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
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=
1
𝑞𝑚 +
1
𝑞𝑚−1 +
1
. . . +
1
𝑞1 +
1
2𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . . +
1
𝑞𝑚
.
Доказательство. Утверждение теоремы непосредственно следует из лемм 2 и 3. 2
4. Случай четного номера подходящей дроби
Если 𝑚 — четное, то
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
2𝑃𝑚𝑄𝑚 − 2𝑃𝑚𝑄𝑚−1 − 1
2𝑃𝑚𝑄𝑚
=
𝑄𝑚 −𝑄𝑚−1 − 12𝑃𝑚
𝑄𝑚
=
1
1 +
𝑄𝑚−1 + 12𝑃𝑚
𝑄𝑚 −𝑄𝑚−1 − 12𝑃𝑚
.
Здесь возможно два случая: 𝑞𝑚 = 1 и 𝑞𝑚 > 1.
Сначала рассмотрим второй случай 𝑞𝑚 > 1. Тогда
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
1
1 +
𝑄𝑚−1 + 12𝑃𝑚
𝑄𝑚 −𝑄𝑚−1 − 12𝑃𝑚
=
1
1 +
1
𝑞𝑚 − 1 +
𝑄𝑚−2 − 𝑞𝑚2𝑃𝑚
𝑄𝑚−1 + 12𝑃𝑚
.
Продолжая разложение, получим
𝑄𝑚−2 − 𝑞𝑚2𝑃𝑚
𝑄𝑚−1 + 12𝑃𝑚
=
1
𝑞𝑚−1 +
𝑄𝑚−3 +
[𝑞𝑚,𝑞𝑚−1](2)
2𝑃𝑚
𝑄𝑚−2 − 𝑞𝑚2𝑃𝑚
,
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
1
1 +
1
𝑞𝑚 − 1 +
𝑄𝑚−2 − 𝑞𝑚2𝑃𝑚
𝑄𝑚−1 + 12𝑃𝑚
=
1
1 +
1
𝑞𝑚 − 1 +
1
𝑞𝑚−1 +
𝑄𝑚−3 +
[𝑞𝑚,𝑞𝑚−1](2)
2𝑃𝑚
𝑄𝑚−2 − 𝑞𝑚2𝑃𝑚
.
Пусть теперь 𝑞𝑚 = 1, тогда
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
1
1 +
𝑄𝑚−1 + 12𝑃𝑚
𝑄𝑚−2 − 12𝑃𝑚
=
1
1 + 𝑞𝑚−1 +
𝑄𝑚−3 +
1+𝑞𝑚−1
2𝑃𝑚
𝑄𝑚−2 − 12𝑃𝑚
=
1
1 + 𝑞𝑚−1 +
𝑄𝑚−3 +
[𝑞𝑚,𝑞𝑚−1](2)
2𝑃𝑚
𝑄𝑚−2 − 𝑞𝑚2𝑃𝑚
.
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Положим 𝑅*𝜈 = 𝑄𝑚−𝜈 − (−1)
𝜈 [𝑞𝑚,𝑞𝑚−1...,𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
, (2 6 𝜈 6 𝑚+ 1). Ясно, что
𝑅*2 = 𝑄𝑚−2 −
𝑞𝑚
2𝑃𝑚
, 𝑅*3 = 𝑄𝑚−3 +
[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1](2)
2𝑃𝑚
,
𝑅*𝑚 = 1−
[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞2](𝑚−1)
2𝑃𝑚
, 𝑅*𝑚+1 =
[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞1](𝑚)
2𝑃𝑚
=
𝑄𝑚
2𝑃𝑚
.
Лемма 4. Справедливы равенства 𝑅*𝜈 = 𝑞𝑚−𝜈𝑅*𝜈+1 +𝑅*𝜈+2, (2 6 𝜈 6 𝑚− 1).
Доказательство. Действительно, при 𝜈 > 1:
𝑅*𝜈 = 𝑄𝑚−𝜈 −
(−1)𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
=
= 𝑞𝑚−𝜈𝑄𝑚−𝜈−1 +𝑄𝑚−𝜈−2 −
(−1)𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
=
= 𝑞𝑚−𝜈
(︃
𝑅*𝜈+1 +
(−1)𝜈+1[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+1−𝜈 ](𝜈)
2𝑃𝑚
)︃
+𝑅*𝜈+2 +
(−1)𝜈+2[𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚−𝜈 ](𝜈+1)
2𝑃𝑚
−
−(−1)
𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1)
2𝑃𝑚
= 𝑞𝑚−𝜈𝑅*𝜈+1 +𝑅
*
𝜈+2,
так как
𝑞𝑚−𝜈 [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+1−𝜈 ](𝜈) + [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚+2−𝜈 ](𝜈−1) = [𝑞𝑚, 𝑞𝑚−1 . . . , 𝑞𝑚−𝜈 ](𝜈+1).
2
Нетрудно видеть, что справедливы равенства
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
1 +
1
𝑞𝑚 − 1 +
1
𝑞𝑚−1 +
𝑅*3
𝑅*2
, при 𝑞𝑚 > 1
1
1 + 𝑞𝑚−1 +
𝑅*3
𝑅*2
, при 𝑞𝑚 = 1.
Ясно, что второе получается из первого при 𝑞𝑚 = 1. Повторяя дословно рассуждения из
предыдущего раздела, получим следующую теорему.
Теорема 2. При четном 𝑚 справедливо равенство
𝑎𝑚
𝑁𝑚
=
1
1 +
1
𝑞𝑚 − 1 +
1
𝑞𝑚−1 +
1
. . . +
1
𝑞1 +
1
2𝑞0 +
1
𝑞1 +
1
. . . +
1
𝑞𝑚
.
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5. Заключение
Пусть 𝛼 — произвольная вещественная иррациональность и решётка Λ(𝛼) задана равен-
ством
Λ(𝛼) = {(𝑛+ 𝑘𝛼, 𝑛− 𝑘𝛼)|𝑛, 𝑘 ∈ Z}.
Пусть 𝑃𝑚𝑄𝑚 обозначает 𝑚-ю подходящая дробь к 𝛼. По аналогии с квадратичным случаем
можно рассмотреть сетку
𝑀(Λ𝑚(𝛼)) =
{︂(︂
𝑛
2𝑄𝑚
+
𝑘
2𝑃𝑚
,
𝑛
2𝑄𝑚
− 𝑘
2𝑃𝑚
)︂⃒⃒⃒⃒
𝑘 ∈ 𝐵(𝑛), 0 6 𝑛 6 2𝑄𝑚 − 1
}︂
,
𝐵(𝑛) =
⎧⎪⎨⎪⎩𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑘 = 0, при 𝑛 = 0,−𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 6 𝑘 6 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 1, . . . 𝑄𝑚 − 1,
−2𝑃𝑚 + 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 < 𝑘 < 2𝑃𝑚 − 𝑃𝑚𝑛𝑄𝑚 , при 𝑛 = 𝑄𝑚, . . . 2𝑄𝑚 − 1;
⎫⎪⎬⎪⎭
Из результатов А. В. Михляевой [4] следует, что это всегда будет параллелепипедальная сет-
ка. Качество этой сетки можно рассчитать с помощью быстрого алгоритма из работы [1].
Доказанные теоремы 1 и 2 дают всю необходимую информацию для этих алгоритмов.
Выражаю свою благодарность научному руководителю профессору Н. М. Добровольскому
за постановку задачи, полезное обсуждение и постоянное внимание к работе.
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